Olimpiada de Matematica —etapa locala- Galati
19 februarie 2017
Clasa a Xl-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzator.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.
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a)Din ipoteza rezulta ca x, > 0,(V) ne N, iar din relatiile

Xg+Xo + X3+ Xpg =INX, $iX + X + X3+ 4+ Xy =In X = 1p
X
X, =In2L > 0,(V)neN,n>2.
Xn
i Xn+1 > I 3 1p
Deci e >L(V)neN,n>2=(x,) ., este strict crescitor.
Presupunand ci (X, ) ar fi marginit superior, din teorema lui
Weierstrass ar rezulta ca existd |= lim x,, 1 >0.
N—o0
R - : X
Trecand la limita in relatia de recurenta x,, = In ol
Xn
| =0 (contradictie cu 1>0). 1p
Asadar, (X,) este nemdrginit superior si exista lim X, = oo. 1p
nN—o0
: X X
b)Din x,, = In ==L — D+l — g% 1p
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iar lim (”—“j " = lim (eX") =e. 2p
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Se obine (det X )° = —1i din det X €7 => det X=—1. 1p
Din ecuatia Iui Cayley — Hamilton = X% —t- X +det X -1, =0,,
unde t=TrX eZ, det X=-1 1p
Obtinem X2 =t-X +1, > X3=t- X2+ X =
X =t (t- X +1p)+ X = X0 = (£ +1)- X +-1; 1p
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Din (t*+1)-c=-2=t*+1/2= 1" +1e {12} > te{0,-1 1},

2p

7 10
Pentru t=0= X% =1, = X3 = X :( 3] nu verifica ecuatia;

3 5
Pentru t=1= X:[ 2} verifica ecuatia;

4
Pentrut=-1= X:[ j nu verifica ecuatia.

3 5
Asadar, solutia este XZ( 1 2}

2p




Deoarece rang A=1—= oricare doua linii ale matricei A
sunt proportionale =
exista numerele by,b,,bs,...,b,,¢,C,,C3,...,C, €C,

by
o a| P2
astfel incat A= (o ¢ C. . Cpy),
2
by
adicd aj =b;-c;,1<i<nl<j<n;
by by
b, b,
A% = (e ¢ c3. .ocy) (e ¢ C3. Gy
by by
by
b,
Dar(c; €, C3. .. Cy) =b-c+by-Cy+...+by-Cp =TrA
by
by
L 22 b,
Deci, A =(TrA)- (e, ¢ c3. .. ocy)=TrA-A
by
b) Dacan=2, A=| > *]emy(c), a=[ ¢ P i
) Dacid n=2, A= ¢ dl€ »(C), A" = ¢ a , atunci 2p
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Reciproc: Fie Ae M, (C), A=0,, detA=0 cu A+A" =(TrA)-I,,.

Tnmultim la dreapta cu A” si tinand

cont de relatia A-A* =det A- 1, =0, rezulti ci (A*)2 =(TrA)- A"
Daca A™ =0, din ipotezd ar rezulta ¢ A=(TrA)- I, si calculand
determinantul, ar rezulta ca detA= (TrA)n =0, deci TrA=0,

deciA =0,,, contradictie.

Deci A" = O,, si atunci rangA=n-1.

Dar A-A* =0,, din inegalitatea lui Sylvester va rezulta ca

O=rang (A - A*) > rangA+rangA” —n,

de unde rezulti ci rangA* <n-rangA=1.

Deoarece A" = O, va rezulta ci rangA™ =1.

Conform punctului a), rezulti ca (A*)2 = (TrA*)- A"

Dar din relatia (A* )2 =(TrA)- A", varezulta ci (TrA—TrA*). A" =0,

si deoarece A* = O,,, rezulti ca
TrA=TrA".
Tn relatia din ipoteza A+A*=(TrA)- I, aplicdm urma matricei si

rezulti ca TrA+TrA* =n-TrA=>
2-TrA=n-TrA,

Daci TrA=0=A+A" =0, => A=-A"= rangA=rang(-A*) =rangA” =

n-1=1=n=2;
Daca TrA=0=n=2.
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